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記号 　
以下，X,Y をコンパクトHausdorff空間とする．C(X)でX 上の複素数値連続関数の全
体を表わす．f ∈ C(X)に対して，f の上限ノルムを

∥f∥∞ := sup
x∈X

|f(x)|

で表わす．このとき，C(X)は単位的可換Banach環になる．

1 Uniform AlgebraのBoundary(11月12日)

定義 1.1 　
　 A ⊂ C(X)は次の 3つの条件を満たすとき，X 上の uniform algebraであると
いう．

(1) 　AはC(X)は ∥ · ∥∞に関して閉な部分多元環である，

(2) 　 ∀x, y ∈ X (x ̸= y) ∃f ∈ A s.t. f(x) ̸= f(y)，

(3) 　 1 ∈ A．

今定義した uniform algebraは，Weierstrassの二重級数定理を含む正則関数のもつ特徴
的なよい定理を抽出して得られた新しい概念である．これは正則関数のもつ性質を多く受
け継いでいる．
D := {z ∈ C : |z| ≤ 1}とする．A(D)でDの内部で正則かつD上連続な関数の全体とす
る．このときDの境界 ∂D := {z ∈ C : |z| = 1}はどのような役割をもっているだろうか．
最大絶対値の原理からA(D)の任意の関数はDの境界 ∂Dで最大絶対値をとる．すなわち，

∀f ∈ A(D) ∃z ∈ ∂D s.t. |f(z)| = ∥f∥∞

である．正則関数ではCauchyの積分表示やPoissonの積分表示など境界に沿った積分で
領域内部の情報が調べられた．そのような文脈を「よい定理は，新たな定義となる」の法
則を用いて uniform algebraに移植しよう．
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定義 1.2 　
　AをX上の uniform algebraとする．部分集合 Γ ⊂ Xが次の条件を満たすとき，Γ

はAの境界 (boundary)であるという:

∀f ∈ A ∃x ∈ Γ s.t. |f(x)| = ∥f∥∞．

命題 1.3 　
　AをX上の uniform algebraとし，ΓをAの境界とする．このとき，次が成り立つ．

(1) 　 f(x) = g(x) (∀x ∈ Γ)ならば，f = gである．

(2) 　写像A→ A|Γ := {f |Γ : f ∈ A} ; f 7→ f |Γは等距離なC-代数の同型である．

証明 　
(1) f − gが Γ上で恒等的に 0になるので f − gのX上での最大絶対値は 0である．よっ
て，境界の定義から f = gとなる．
(2) 全射性は明らかであり，単射性は (1)である．この写像がC-線型であること，および，
乗法的であることも明らか．等距離写像であることは境界の定義から明らか．

2

AをX上の uniform algebraとし Γ ⊂ XをAの境界とする．Γが閉集合であるとき，Γ

自身コンパクトHausdorff空間になりA|ΓはΓ上の uniform algebraになる．さらに，上の
ことからAとA|ΓはBanach環として同型であるので，任意の有界線型汎関数 (連続な線型
写像)T : A→ Cは自然にT : A|Γ → Cと同一視される．ここで，Riesz-Markov-Kakutani

の定理 1から，線型汎関数 T : A|Γ → Cは Γ上の正則複素Borel測度 µによって

T (f |Γ) =
∫
Γ

(f |Γ)dµ

と表現される．従って，

Tf =

∫
Γ

fdµ

と T : A→ Cは境界上の積分で表現される．特に，x ∈ Xをとり Tf = f(x)とすると，

f(x) =

∫
Γ

fdµ

となり，これがCauchyの積分表示などの類似になっていることがわかる．

1測度に関する議論は [10]が詳しい．
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線型代数から少し準備をする．

定義 1.4 　
　 V をC上の線型空間とする．

(1) 　C ⊂ V が
(1− t)x+ ty ∈ C (∀x, y ∈ C, ∀t ∈ (0, 1))

を満たすとき，Cは凸 (convex)であるという．

(2) 　C ⊂ V を凸集合とする．x ∈ Cが

x =
1

2
y +

1

2
z (y, z ∈ C) ⇒ x = y = z

を満たすとき，xはCの端点 (extreme point)であるという．Cの端点の全体を
ext(C)で表わす．

これらに関して次は基本的な命題である．

命題 1.5 　
　 V1, V2をC上の線型空間とし，T : V1 → V2を実線型写像とする．

(1) 　C ⊂ V1が凸ならば，T (C)も凸である．

(2) 　 C ⊂ V1が凸であり，T : V1 → V2が単射であるとき，T (ext(C)) = ext(T (C))

である．すなわち，T は全単射 T |ext(C) : ext(C) → ext(T (C))を誘導する．

証明 　
(1) 任意にTx, Ty ∈ T (C)をとる．このとき，任意の t ∈ (0, 1)に対して，(1− t)x+ ty ∈ C

であり，
(1− t)Tx+ tTy = T ((1− t)x+ ty) ∈ T (C)

であるので，T (C)は凸である．
(2) 任意の x, y, z ∈ Cに対して，T の単射性から，

Tx =
1

2
Ty +

1

2
Tz ⇔ x =

1

2
y +

1

2
z

である．よって，xがCの端点であることと Txが T (C)の端点であることは同値である．
よって，全単射 T |ext(C) : ext(C) → ext(T (C))を得る．特に，T (ext(C)) = ext(T (C))で
ある．

2
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線型空間が同時にHausdorff空間であり線型空間の演算がその位相に関して連続である
ようなものを位相線型空間 (topological linear space)という．位相線型空間で原点の (よっ
て各点の)基本近傍系として凸集合からなるようなものを取れるとき，その空間は局所凸
空間 (locally convex space)と呼ばれる．例えば，ノルム空間は局所凸空間である．
次の定理は，線型空間の凸集合はある局所凸位相に関してコンパクトならば extreme

pointから復元される，すなわち，extreme pointの存在を示している．

定理 1.6 (Krein-Milman [7]) 　
　Eを局所凸空間とする．C ⊂ Eがコンパクト凸集合ならば，

C = co(ext(C))

である．ここで，coは閉凸包 (その集合を含む最小の閉凸集合 )である．

uniform algebraの話に戻ろう．

定義 1.7 　
　AをX上の uniform algebraとし，x ∈ Xとする．

(1) 　 εx : A→ C ; f 7→ f(x)を xにおける evaluationという．

(2) 　K(A) := {φ ∈ A∗ : ∥φ∥ = 1 = φ(1)}とおき，これをAの台空間 (carrier space)

という．

注意 　
　関数解析 2に関するいくつかの記号や概念について確認する．
A∗はAの (位相的 )双対である．すなわち，AからCへの線型写像で連続なもの，す
なわち，連続な線型汎関数の全体である．線形汎関数 φ : A → Cに対して，φのノルム
∥φ∥は，

∥φ∥ := sup
f∈A\{0}

|φ(f)|
∥f∥∞

で定義される．この ∥φ∥は φによってベクトルの大きさがどれだけ大きくなるかを測っ
ている量である．∥φ∥ <∞であるとき φは有界 (bounded)であるという．これは φが連
続であることと同値である．
A∗は，各点での和およびスカラー倍によって C上の線型空間になる．次の命題の (2)

では，K(A)がC上の線型空間A∗の凸集合になっているという意味である．

2関数解析については [5]が詳しい．
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命題 1.8 　
　AをX上の uniform algebraとする．

(1) 　 εx ∈ K(A) (∀x ∈ X)である．

(2) 　K(A)は凸である．

証明 　
(1) εx(1) = 1は明らかである．また，このことから

1 ≤ ∥εx∥ = sup
f∈A\{0}

|f(x)|
∥f∥∞

≤ 1

であるので εx ∈ K(A)である．
(2) 任意に φ, ψ ∈ K(A)をとる．各 0 < t < 1に対して (1− t)φ + tψ ∈ K(A)が上とまっ
たく同様な議論で示せる．よって，K(A)は凸である．

2

定義 1.9 　
　AをX上の uniform algebraとする．

ChA := {x ∈ X : εx ∈ ext(K(A))}

とおき，これをAのChoquet境界 (Choquet boundary)という．

定理 1.10 (Bauer) 　
　AをX上の uniform algebraとする．

∀φ ∈ ext(K(A)) ∃x ∈ ChA s.t. φ = εx

である．

Bauerの定理を用いると次が示せる．

定理 1.11 　
　AをX上の uniform algebraとする．AのChoquet境界はAの境界である．

5



Linear Preserver Problemsは，Banach環から Banach環への線型写像である性質 (距
離，元の可逆性など)を保存するものを決定する問題である．ここでは写像の決定までは
せず他に保存するものを引き出す例を挙げよう．

定理 1.12 　
　A,BをそれぞれX, Y 上の uniform algebraとする．T : A → Bを全射等距離複素
線型写像で T (1) = 1とする．このとき，T は乗法的である．

証明 　
　任意に f, g ∈ Aをとる．T (fg) = T (f)T (g)を示すには，

T (fg)(y) = T (f)(y)T (g)(y) (∀y ∈ ChB)

を示せばよい．
T : A→ Bは全射等距離複素線型写像であるので，T の双対写像

T ∗ : B∗ → A∗ ; φ 7→ φ ◦ T

も全射等距離複素線型写像である．今，T (1) = 1の仮定と合わせて全単射

T ∗|K(B) : K(B) → K(A)

を得る．また，これから全単射

T ∗|ext(K(B)) : ext(K(B)) → ext(K(A))

を得る．
任意に y ∈ ChBをとる．εy ∈ ext(K(B))であるのでBauerの定理より，

∃x ∈ ChA s.t. T ∗(εy) = εx

である．よって，

T (fg)(y) = εy(T (fg))

= T ∗(εy)(fg)

= εx(fg)

= (fg)(x)

= f(x)g(x)

= εx(f)εx(g)

= T ∗(εy)(f)T
∗(εy)(g)

= εy(T (f))εy(T (g))

= T (f)(y)T (g)(y)

となる．故に，T は乗法的である．
2
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注意 　
　実はこのような写像の形はChoquet境界上で完全に決定できる．実際，この T は次の
ようになっている:

同相写像 φ : ChB → ChAおよび |α(y)| = 1 (∀y ∈ ChB)である α ∈ B が存在
して，

T (f)(y) = α(y)f(φ(y)) (∀f ∈ A, ∀y ∈ ChB)

と書ける．

このような写像を荷重合成作用素 (weighted composition operator)という．また，複素
線型の仮定を弱めても荷重合成作用素に似た形になる．
連続関数のなすBanach環上の等距離写像を決定する問題において，Choquet境界は重
要な役割を果たす．実際，関数の環の間の等距離写像を与えると Choquet境界の間の同
相写像が誘導される，といった現象がさまざまな場合に起こる．従って，Choquet境界が
どのような形をしているかを調べる必要がある．そのためには，台空間の端点を決定する
必要があるが，それはノルムや点の分離性などに大きく依存しており一番大きな困難で
ある．
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2 BishopのAntisymmetric Decomposition(12月11日)

領域上の正則関数が実数値のみをとるとき，その関数は必ず定数関数になる．この現象
は連結集合上の正則関数についての特徴的な性質である．これを「よい定理は，新たな定
義となる」の法則から uniform algebraに一般化しよう．

定義 2.1 　
　AをX上の uniform algebraとし，K ⊂ Xとする．

f ∈ AがK上実数値 ⇒ f はK上定数

であるとき，KはA-antisymmetric setであるという．また，XがA-antisymmetric

setであるとき，Aは antisymmetric algebraであるという．

命題 2.2 　
　AをX上の uniform algebraとする．このとき，次が成り立つ．

(1) 　Xの 1点部分集合 {x}はA-antisymmetric setである．

(2) 　 {Kλ}λ∈ΛをA-antisymmetric setの族で
∩
λ∈Λ

Kλ ̸= ∅を満たすならば，
∪
λ∈Λ

Kλも

A-antisymmetric setである．

(3) 　 (包含関係に関して )極大なA-antisymmetric setはXの閉集合である．

(4) 　K1, K2が極大なA-antisymmetric setならば，K1 = K2であるかK1 ∩K2 = ∅
である．

証明 　
(1) 明らか．
(2) f ∈ Aが

∪
λ∈Λ

Kλ上で実数値であると仮定する．このとき，各 λ ∈ Λに対して，f は

Kλ上実数値である．x ∈
∩
λ∈Λ

Kλをとる．仮定より，KλはA-antisymmetric setであるの

で，f は各Kλ上で定数でその値は f(x)である．故に，
∪
λ∈Λ

Kλ上で定数となる．

(3) K が A-antisymmetric setであるので，閉包K も A-antisymmetric setである．よっ
て，極大性からK = Kとなり，Kは閉集合である．
(4) (2)から従う．

2
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定理 2.3 (Bishop [3]) 　
　 Aを X 上の uniform algebraとし，I ⊂ Aを閉イデアルとする．Kを極大な A-

antisymmetric setの全体とする．このとき，KはXの pairwize disjointな閉被覆で次
が成り立つ．

(1) 　 f ∈ C(X)かつ f |K ∈ I|K (∀K ∈ K) ⇒ f ∈ I，

(2) 　各K ∈ Kに対して，I|K はC(K)の閉集合．

ここでは，測度論およびA-peak setに関する性質などの準備が必要になるので証明は
省略するが，例えば [4]，[8]または [12]が詳しい．
このBishopの定理は次の Stone-Weierstrassの定理の一般化になっている．

系 2.4 (Stone-Weierstrass) 　
　AをX上の uniform algebraとする．このとき，

f̄ ∈ A (∀f ∈ A) ⇒ A = C(X)

である．

証明 　
　極大なA-antisymmetric setが 1点集合になることを示そう．任意の x, y ∈ Xに対して，

∃f ∈ A s.t. f(x) ̸= f(y)

である．この f を実部と虚部に f = u+ ivと分けると，仮定より，

u =
f + f̄

2
, v =

f − f̄

2i
∈ A

である．f のとり方から，u(x) ̸= u(y) または v(x) ̸= v(y)である．従って，任意の 2点
に対して，その 2点を分離するAの実数値関数が存在するので，極大なA-antisymmetric

setは 1点集合である．
上のことから，Kを極大なA-antisymmetric setの全体とすると，

K = {{x} : x ∈ X}

となる．任意に f ∈ C(X)をとる．1 ∈ Aより，任意の x ∈ Xに対して，

f |{x} ∈ A|{x}

となり，Bishopの定理の (1)より，f ∈ Aとなる．故に，A = C(X)である．
2
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