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Abstract

HをHilbert空間とし，E ⊂ HをHの部分集合とする．このとき，任意
のEの元と直交する元の集合はEの直交補空間と呼ばれ，E⊥と表わす．
これは実際にHの部分空間になる．特に，E ⊂ HをHの部分空間とす
るとき，(E⊥)⊥ = Eとなり，さらに任意の x ∈ Hは，x = x1 + x2 (x1 ∈
E, x2 ∈ E⊥)と一意的に表わせる．
f : X → Cをノルム空間X 上の線形汎関数とする．このとき，f の連

続性は有界性と同値になり，さらにある 1点での連続性と同値になる．ノ
ルム空間X上の有界線型汎関数の全体をX∗で表わす．このとき，X∗は
Banach空間の構造が入り，X の双対空間と呼ばれる．HをHilbert空間
とするとき，Hと双対空間H∗はHilbert空間として同型である．

1 Hilbert空間

N = {1, 2, . . . }とし，R,Cでそれぞれ実数，複素数の体を表わものとす
る．α ∈ Cに対して，αで αの複素共役を表わすものとする．線型空間と
いった場合，C上の線型空間を表わすものとする．

Definition 1.1 　
　Hを線型空間とする．x, y ∈ Hに対して複素数 ⟨x, y⟩が定まっていて
次の 2条件を満たすとき，二項演算 ⟨·, ·⟩をH上の内積という．

(I1) 　 ⟨x, x⟩ ≥ 0 (∀x ∈ H)であり，⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0，

(I2) 　 ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (∀x, y ∈ H)，

(I3) 　 ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ (∀x, y, z ∈ H)，

(I4) 　 ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ (∀α ∈ C, ∀x, y ∈ H)．
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内積が定義された空間を内積空間という．

内積の定義から次がわかる．

(I3)’ 　 ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩ (∀x, y, z ∈ H)，

(I4)’ 　 ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ (∀α ∈ C, ∀x, y ∈ H)．

Lemma 1.2 (Cauchy-Bunyakowsky-Schwarzの不等式) 　
　 ⟨·, ·⟩をH上の内積とする．任意のx, y ∈ Hに対して，Cauchy-Bunyakowsky-

Schwarzの不等式が成り立つ．

|⟨x, y⟩|2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩

以下，単に Schwarzの不等式と呼ぶ．

Proof 　
　 t, θ ∈ Rを任意にとる．

0 ≤ ⟨teiθx+ y, teiθx+ y⟩
= t2eiθe−iθ⟨x, x⟩+ teiθ⟨x, y⟩+ te−iθ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩
= t2eiθe−iθ⟨x, x⟩+ teiθ⟨x, y⟩+ eiθ⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩
= t2⟨x, x⟩+ 2tRe (eiθ⟨x, y⟩) + ⟨y, y⟩

である．ここで，θは任意であるので θ = − arg⟨x, y⟩とおくと，

t2⟨x, x⟩+ 2t|⟨x, y⟩|+ ⟨y, y⟩ ≥ 0 (∀t ∈ R)

である．したがって，この 2次式の判別式は 0以下でなければいけない
ので，

|⟨x, y⟩|2 − ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ ≤ 0

すなわち，
|⟨x, y⟩|2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩

が成り立つ．
2

Lemma 1.3 　
　 ⟨·, ·⟩をH上の内積とする．x ∈ Hに対して，

∥x∥ :=
√

⟨x, x⟩

と定める．このとき，次の 3条件が成り立つ．
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(N1) 　 ∥x∥ ≥ 0 (∀x ∈ H)であり，∥x∥ = 0 ⇔ x = 0，

(N2) 　 ∥αx∥ = |α|∥x∥ (∀α ∈ C, ∀x ∈ H)，

(N3) 　 ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (∀x, y ∈ H)．

Remark 1.4 　
　 ∥ · ∥を用いると Schwarzの不等式は，

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

と表わせる．

Proof 　
　 (N1)定義から自明である．
　 (N2)∥αx∥ =

√
⟨αx, αx⟩ =

√
|α|2⟨x, x⟩ = |α|∥x∥．

　 (N3)Schwarzの不等式より，

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2Re ⟨x, y⟩+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + |⟨x, y⟩+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥
= (∥x∥+ ∥y∥)2

となることからわかる．
2

この補題の 3条件を満たす ∥ · ∥をノルムといい，ノルムの定義された
線型空間をノルム空間という．

Lemma 1.5 (中線定理) 　
　 ⟨·, ·⟩をH上の内積とし，∥ · ∥を内積から導かれたノルムとする．この
とき，以下の等式が成り立つ．

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2)

Proof 　

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2Re ⟨x, y⟩+ ∥y∥2

∥x− y∥2 = ∥x∥2 − 2Re ⟨x, y⟩+ ∥y∥2

であるので，両辺加えて，

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2)
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を得る．
2

逆に，ノルム空間において中線定理が成立しているとき，そのノルムか
ら内積を復元できる．実際に，

⟨x, y⟩ := 1

4
(∥x+ y∥ − ∥x− y∥+ i∥x+ iy∥ − i∥x− iy∥)

と定めれば，∥x∥ = ⟨x, x⟩を満たす内積になる．

Definition 1.6 　
　内積空間Hにおいて，任意のx, y ∈ Hに対してd(x, y) :=

√
⟨x− y, x− y⟩ =

∥x − y∥とおけば，dはH上の距離関数になる．この距離によってHが
完備距離空間になるとき，HをHilbert空間と呼ぶ．
　一般に，ノルム空間X において，d(x, y) := ∥x− y∥とおけば dは距離
関数になり，この距離に関して完備なときXはBanach空間と呼ばれる．

Example 1.7 　

ℓ2 =

{
(x1, x2, . . . )

∣∣∣∣∣ xn ∈ C (∀n ∈ N) ,
∞∑
n=1

|xn| < ∞

}
とおく．ℓ2の元を x = (x1, x2, . . . ), y = (y1, y2, . . . )のように表わすこと
にする．x, y ∈ Hに対して，

⟨x, y⟩ :=
∞∑
n=1

xnyn

と定める．このとき，(実級数の)Schwarzの不等式から，

∞∑
n=1

|xn||yn| ≤

( ∞∑
n=1

|xn|2
) 1

2
( ∞∑

n=1

|yn|2
) 1

2

となるので，この級数は絶対収束する．

Hilbert空間 (Banach空間)の部分空間を考える．線型空間として部分
空間であることは自然な要請である．部分空間においても極限が十分考え
られるようにしたい．よって，以下のように部分空間を定義する．

Definition 1.8 　
　 Hilbert空間 (Banach空間)Hの部分集合 E ⊂ Hが次の 2条件を満た
すとき，Hの部分空間であるという．

(SS1) 　 αx+ βy ∈ E (∀α, β ∈ C, ∀x, y ∈ H)，
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(SS2) 　EはHの閉部分集合である．

Hilbert空間では Euclid空間と同様に直交性の概念が定義できる．

Definition 1.9 　
　 ⟨·, ·⟩をH上の内積とする．x, y ∈ Hが ⟨x, y⟩ = 0を満たすとき，xと
yは直交するといい，x ⊥ yで表わす．部分集合 A,B ⊂ Hに対しても，
⟨x, y⟩ = 0 (∀x ∈ A,∀y ∈ B)であるとき，A ⊥ Bと表わす．A = {x}の
場合は，単に x ⊥ Bと表わす．

Theorem 1.10 (Pythagorasの定理) 　
　HをHilbert空間とする．x, y ∈ Hが x ⊥ yであるとき，

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

である．

Proof 　
　 ⟨x, y⟩ = 0であることから，

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2Re ⟨x, y⟩+ ∥y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

である．
2

Lemma 1.11 　
　Hilbert空間Hの部分集合E ⊂ Hに対して，

E⊥ := {x ∈ H|x ⊥ E}

とおく．このとき，E⊥はHの部分空間になる．

Proof 　
　 (SS1)任意に z ∈ Eをとる．x ⊥ z, y ⊥ zならば，

⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ = 0 (∀α, β ∈ C)

であるので，αx+ βy ⊥ zとなり，αx+ βy ∈ Eである．
　 (SS2)任意に z ∈ zをとる．{xn}n ⊂ E⊥を任意の収束列とし，xn →
x (n → ∞)とする．xn ⊥ z (∀n ∈ N)である．x ∈ E⊥であることを示
せばよい．Schwarzの不等式より，

|⟨x, z⟩| = |⟨x− xn, z⟩+ ⟨xn, z⟩|
≤ |⟨x− xn, z⟩|+ |⟨xn, z⟩|
= |⟨x− xn, z⟩|
≤ ∥x− xn∥∥z∥
→ 0 (n → ∞)
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であるので，⟨x, z⟩ = 0であり，x ∈ E⊥である．したがって，E⊥は閉集
合である．

2

Definition 1.12 　
　HをHilbert空間とし，EをHの部分集合とする．E⊥をEの直交補
空間という．

2 次元 Euclid 空間 R2 において，X := {(x, 0) ∈ R2|x ∈ R}, Y :=

{(0, y) ∈ R2|y ∈ R}とおくと，X,Y は R2 の部分空間であり，Y = X⊥

である．さらに，任意の (x, y) ∈ R2は，Xの元と Y の元の和として一意
的に表わされる．これとまったく同じことがHilbert空間でもできるとい
うことを示すのが次の定理である．

Theorem 1.13 (直交分解) 　
　HをHilbert空間とし，E ⊂ Hを部分空間とする．このとき，任意の
x ∈ Hは次の形に一意的に表わされる．

x = x1 + x2 (x1 ∈ E, x2 ∈ E⊥)

Proof 　
　 x ∈ Hとする．δ := inf

y∈E
∥x− y∥とする．このとき，Eの点列 {yn}nで

∥x− yn∥ → δ (n → ∞)となるものがとれる．この点列 {yn}nがCauchy

列であることを示す．中線定理より，

∥yn − ym∥2 = ∥(x− ym)− (x− yn)∥2

= ∥(x− ym)− (x− yn)∥2 + ∥(x− ym) + (x− yn)∥2 − ∥2x− (yn + ym)∥2

= 2(∥x− ym∥2 + ∥x− yn∥2)− 4

∥∥∥∥x− yn + ym
2

∥∥∥∥2
≤ 2(∥x− ym∥2 + ∥x− yn∥2)− 4δ2

→ 0 (n,m → ∞)

であるので，{yn}n は Cauchy列である．Hは Hilbert空間であるので，
yn → x1 (n → ∞)となる x1 ∈ Eが存在する．これに対して，

∥x− x1∥ = lim
n→∞

∥x− yn∥ = δ

である．
　 x − x1 ∈ E⊥であることを示す．任意に y ∈ E をとる．任意の t ∈ R
に対して x1 + ty ∈ Eであるので，

f(t) = ∥x− (x1 + ty)∥2 = ∥x− x1∥2 − 2tRe ⟨x− x1, y⟩+ t2∥y∥2
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とおいたとき，f は t = 0で最小値 δ2をとらなければいけない．したがっ
て，f ′(0) = 0すなわち，

Re ⟨x− x1, y⟩ = 0 (∀y ∈ E)

である．また，iy ∈ Eであるので，

Im ⟨x− x1, y⟩ = Re ⟨x− x1, iy⟩ = 0

である．故に，⟨x− x1, y⟩ = 0であり，x− x1 ∈ E⊥である．x2 = x− x1

とおけば，x = x1 + x2 (x1 ∈ E, x2 ∈ E⊥)である．
　最後に，一意性を示す．x = x1+x2 = x′1+x′2 (x1, x

′
1 ∈ E, x2, x

′
2 ∈ E⊥)

であるとする．このとき，x1 − x′1 = x′2 − x2であり，x1 − x′1 ⊥ x′2 − x2

である．よって，

∥x1 − x′1∥2 = ⟨x1 − x′1, x1 − x′1⟩ = ⟨x1 − x′1, x
′
2 − x2⟩ = 0

であるので，x1 − x′1 = x′2 − x2 = 0である．したがって，

x1 = x′1 , x2 = x′2

である．
2

Corollary 1.14 　
　HをHilbert空間とし，E ⊂ Hを部分空間とする．このとき，

(E⊥)⊥ = E

である．

Proof 　
　E ⊂ (E⊥)⊥は自明である．逆の包含関係を示す．任意に x ∈ (E⊥)⊥を
とる．このとき，x = x1 + x2 (x1 ∈ E, x2 ∈ E⊥)と表わせる．

∥x− x1∥2 = ⟨x− x1, x− x1⟩
= ⟨x− x1, x2⟩
= ⟨x, x2⟩ − ⟨x1, x2⟩
= 0

であるので，x = x1 ∈ E である．よって，(E⊥)⊥ ⊂ E であるので，
(E⊥)⊥ = Eである．

2
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2 Rieszの表現定理

ノルム空間X 上の写像 f : X → Cが線型であるとき，すなわち，

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) (∀α, β ∈ C, ∀x, y ∈ X)

であるとき，f をX 上の線型汎関数と呼ばれる．

Definition 2.1 　
　ノルム空間X 上の線型汎関数 f : X → Cに対して，

|f(x)| ≤ M∥x∥ (∀x ∈ X)

となる数M > 0が存在するとき，線型汎関数 f は有界であるという．

次は，線型汎関数がもつ非常に強い性質である．

Lemma 2.2 　
　ノルム空間X 上の線型汎関数 f : X → Cに対して，次は同値である．

(1) 　 f は有界である，

(2) 　 f はある 1点 x0 ∈ X で連続である，

(3) 　 f は連続である．

Proof 　
　 (1)⇒(2){xn}nを 0に収束するXの任意の点列とする．このとき，f の
有界性から，

|f(xn)− f(0)| = |f(xn)| ≤ M∥xn∥ → 0 (n → ∞)

となるので，f は 0で連続である．
　 (2)⇒(3)f は x0 ∈ X で連続であると仮定する．任意に z ∈ X をとる．
{zn}nを zに収束する点列とする．このとき，zn− z+x0 → x0 (n → ∞)

であるので，

f(zn) = f(zn − z + x0) + f(z − x0)

→ f(x0) + f(z − x0) = f(z) (n → ∞)

となるので，f は連続である．
　 (3)⇒(1)f は 0で連続であるので，ε = 1に対して，適当に δ > 0を
とって，

∥z∥ < δ ⇒ |f(z)| ≤ 1
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とできる．ここで，0 < δ0 < δをとる．任意のx ∈ Xに対して

∥∥∥∥ δ0
∥x∥

x

∥∥∥∥ = δ0 < δ

であるので，

1 ≥
∣∣∣∣f ( δ0

∥x∥
x

)∣∣∣∣ = δ0
∥x∥

|f(x)|

となるので，M := 1
δ0
とおけばM > 0であり，

|f(x)| ≤ M∥x∥

となる．
2

Definition 2.3 　
　Xをノルム空間とする．X上の有界線型汎関数の集合をX∗で表わす．
X∗は，各点での値の和およびスカラー倍によって，線型空間になる．さ
らに，f ∈ X∗に対して，

∥f∥ := inf{M ||f(x)| ≤ M∥x∥ (∀x ∈ X)}

とおけば ∥ · ∥はX∗上のノルムになる．このノルム空間X∗をX の双対
空間という．

Remark 2.4 　
　X をノルム空間とし，f ∈ X∗とする．∥f∥の定義から，

|f(x)| ≤ ∥f∥∥x∥ (∀x ∈ X)

であることに注意する．

Lemma 2.5 　
　X をノルム空間とし，f ∈ X∗とする．このとき，

∥f∥ = sup
x̸=0

|f(x)|
∥x∥

= sup
∥x∥=1

|f(x)|

= sup
∥x∥≤1

|f(x)|

である．

Proof 　
　 |f(x)| ≤ M∥x∥ (∀x ∈ X)であるとき，

|f(x)|
∥x∥

≤ M (∀x ∈ X \ {0})
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であるので，∥f∥ = sup
x ̸=0

|f(x)|
∥x∥

である．また，

|f(x)|
∥x∥

=

∣∣∣∣f ( x

∥x∥

)∣∣∣∣
であることから，∥f∥ = sup

∥x∥=1
|f(x)|である．

　 |f(x)| ≤ M∥x∥ (∀x ∈ X)とし，λ = sup
∥x∥≤1

|f(x)|とおく．ε > 0を

任意にとる．

∥∥∥∥ x

∥x∥+ ε

∥∥∥∥ < 1であるので，

∣∣∣∣f ( x

∥x∥+ ε

)∣∣∣∣ ≤ λすなわち，

|f(x)| ≤ λ(∥x∥+ ε)である．ε → 0とすると，|f(x)| ≤ λ∥x∥となるので，
∥f∥ ≤ λである．逆に，任意の x ∈ X に対して |f(x)| ≤ M∥x∥であると
き，λ ≤ Mであるので，λ ≤ ∥f∥である．したがって，∥f∥ = sup

∥x∥≤1
|f(x)|

である．
2

さらに，双対空間は Banach空間である．

Theorem 2.6 　
　X をノルム空間とする．双対空間X∗は Banach空間である．

Proof 　
　完備性を示す．{fn}nをX∗の Cauchy列とする．このとき，

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∥x∥ → 0 (n,m → ∞)

であるので，Cの数列 {fn(x)}nは Cauchy列になる．よって，その極限
を f(x)とする．f が有界線型汎関数であることを示す．
　各 x ∈ X に対して，{fn(x)}n は Cauchy列であるので有界列である．
よって，十分大きくM > 0をとれば，∥fn∥ ≤ M (∀n ∈ N)である．した
がって，|fn(x)| ≤ M∥x∥であり，n → ∞とすれば |f(x)| ≤ M∥x∥とな
り，f が有界であることがわかる．また，任意の α, β ∈ Cと x, y ∈ X に
対して，n → ∞のとき，

fn(αx+ βy) → f(αx+ βy)

∥ ∥
αfn(x) + βfn(y) → αf(x) + βf(y)

であるので，f は線型である．
　最後に，∥fn − f∥ → 0 (n → ∞)を示す．{fn}nはCauchy列であるの
で，任意の ε > 0に対して，

∥fn − fm∥ < ε (∀n,m ≥ n0)
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となるように，自然数 n0 ∈ Nがとれる．任意の x ∈ X に対して，

|fn(x)− fm(x)| ≤ ∥fn − fm∥∥x∥ < ε∥x∥

である．ここで，m → ∞とすると，

|fn(x)− f(x)| ≤ ε∥x∥ (∀n ≥ n0)

である．故に，
∥fn − f∥ ≤ ε (∀n ≥ n0)

である．
2

最後に，Hilbert空間の双対空間を求める．

Theorem 2.7 (Rieszの表現定理) 　
　Hを Hilbert空間とし，⟨·, ·⟩をその内積とする．任意の f ∈ H∗ に対
して，

f(x) = ⟨x, x0⟩ (∀x ∈ H)

となる x0 ∈ Hが一意的に定まる．さらに，

∥f∥ = ∥x0∥

である．

Proof 　
　 f = 0の場合は x0 = 0とすればよい．したがって，以下 f ̸= 0と仮定
する．
　 (Existence)N := ker f = {x ∈ H|f(x) = 0}とおく．このとき，N は
Hの部分空間であり，N ⫋ Hである．N⊥ ̸= {0}であるので，z ∈ N⊥を
とる．

x0 =
f(z)

∥z∥2
z

とおくと x0 ∈ N⊥である．任意の x ∈ H に対して，

⟨x, x0⟩ =

⟨
x− f(x)

f(z)
z +

f(x)

f(z)
z, x0

⟩
=

⟨
x− f(x)

f(z)
z, x0

⟩
+

⟨
f(x)

f(z)
z, x0

⟩
となる．ここで，

f

(
x− f(x)

f(z)
z

)
= f(x)− f(x)

f(z)
f(z) = 0

11



であるので，

x− f(x)

f(z)
z ∈ N

である．よって，

⟨x, x0⟩ =

⟨
f(x)

f(z)
z, x0

⟩
=

⟨
f(x)

f(z)
z,

f(z)

∥z∥2
z

⟩

=
f(x)

f(z)

f(z)

∥z∥2
⟨z, z⟩

= f(x)

となる．
　 (Uniqueness)⟨x, x0⟩ = ⟨x, x′0⟩ (∀x ∈ H)と仮定する．このとき，⟨x, x0−
x′0⟩ = 0 (∀x ∈ H)となるので，x0 − x′0 = 0すなわち，x0 = x′0である．
　 (∥f∥ = ∥x0∥)Schwarzの不等式より |f(x)| = |⟨x, x0⟩| ≤ ∥x∥∥x0∥であ
るので，∥f∥ ≤ ∥x0∥である．また，

∥x0∥2 = ⟨x0, x0⟩ = |f(x0)| ≤ ∥f∥∥x0∥

であるので，∥x0∥ ≤ ∥f∥となり，∥f∥ = ∥x0∥である．
2
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