
半単純群

いーふ　 (@y e af)

必要となる知識
群Gに対して，HがGの部分群であることをH ≤ Gで表わす．N が

Gの正規部分群であることをN �Gで表わし，特性部分群であることを
N ⪯ Gで表わす．一般に，集合の間の包含関係で下にイコールがない記
号を用いたときは，真なる包含関係を表わすことにする．自明群は単に 1

で表わす．集合Gの濃度は |G|で表わし，h ≤ Gの指数は [G : H]で表わ
す．S ⊆ Gに対して，CG(S)でSのGにおける中心化群をNG(S)でSの
Gにおける正規化群を表わす．また，群Gに対してZ(G) = CG(G)とお
きGの中心と呼ぶ．Aut(G)でGの自己同型群を Inn(G)でGの内部自己
同型群を表わす．群G1, G2に対してG1 ×G2で群の直積を表わす．群G

が真部分群の直積に書けないとき，Gは直既約であるという．G ̸= 1が
自明でない真部分群をもたないときGは単純群であるという．
準同型定理，いくつかの同型定理はよく知っているものとする．特に，

H ≤ G，N �Gであるとき，N ∩H �Hであり，

HN/N ≃ H/(N ∩H)

はよく用いる．
また，以下のことはよく知っているものとする．群Gに対して，

G = G0 �G1 � · · ·�Gn−1 �Gn = 1

なる列を正規列という．Gの正規列に現れる部分群N をGの正規列部分
群といいN ��Gで表わす．
Xを群Gの部分群の族とする．Xの任意の部分集合が包含関係に関し
て極大元 (resp. 極小元)をもつとき，Xは極大条件 (resp. 極小条件)を満
たすという．特に，X が部分群全体，正規列部分群全体，正規部分群全
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体であるとき，単にGは，部分群，正規列部分群，正規部分群について
極大 (極小)条件を満たすという．
Gの正規列

G = G0 �G1 � · · ·�Gn−1 �Gn = 1

ですべての i ∈ {1, . . . , n}に対して Gi−1と Giの間に Gi−1, Giと異なる
Gi−1の正規部分群が存在しないとき，この正規列はGの組成列であると
いう．Gが組成列をもつとき，その任意の部分群Hは組成列をもつ．G

が組成列をもつためには，Gが正規列部分群について極大条件極小条件
を満たすことが必要十分である．N �Gとする．正規列部分群について
極大条件 (resp. 極小条件)を満たすためには，N およびG/N が正規列部
分群に関して極大条件 (resp. 極小条件)を満たすことが必要十分である．
このことは，部分群について，正規部分群についてもいえる．
Gを群とする．

G = G1 × · · · ×Gn

はG1, . . . , Gnが自明でない直既約群であるとき，Gの直既約分解という．
次のKrull-Schmidtの定理は非常に重要である．

Krull-Schmidt Theorem 　
　Gを正規部分群について極大条件極小条件を満たす群とする．このと
き，次が成り立つ．

(1) 　Gは少なくとも 1つの直既約分解をもつ，

(2) 　G = H1 × · · · ×Hm = K1 × · · · ×KnがGの直既約分解であると
き，m = nであり適当な順序でH1, . . . , HmとK1, . . . , Kmは 1つず
つ同型である．

Krull-Schmidtの定理の系である次の補題は，以降最後まで使われるこ
とになる．

Corollary 　

(1) 　Gが非可換単純群G1, . . . , Gnの直積ならば，直積因子G1, . . . , Gn

は一意に定まり，Gの任意の正規部分群はG1, . . . , Gnのうちのいく
つかの直積である，
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(2) 　N1, N2�Gが共にいくつかの非可換単純群の直積ならば，N1N2も
いくつかの非可換単純群の直積である，

(3) 　Gが組成列をもつ群であるとき，Gの極小正規部分群は基本Abel

群であるか同型な非可換単純群の直積である．
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1 交換子と完全群
Definition 1.1 　
　群Gの 2元 x, yに対して，

[x, y] = x−1y−1xy

とおき，これを x, yの交換子という．また，Gの部分集合H,Kに対して，

[H,K] = ⟨[h, k]|h ∈ H, k ∈ K⟩

とおく．特に，
D(G) = [G,G]

とおき，これをGの交換子群という．

以下，群Gにおいて，x ∈ Gと σ ∈ Aut(G)に対して，

xσ = σ(x)

で表わす．同様に，部分集合 Sに対しても，Sσ = σ(S)で表わす．特に，
y ∈ Gに対して，

xy = y−1xy

と表わす．

Proposition 1.2 　
　Gを群とし，x, y, z ∈ Gとする．次が成り立つ．

(1) [x, y] = 1 ⇔ xy = yx，

(2) [x, y]−1 = [y, x]，

(3) [x, y]z = [xz, yz]，

(4) [xy, z] = [x, z]y[y, z]，

(5) [x, yz] = [x, z][x, y]z．

Proof 　
(1) [x, y] = 1 ⇔ x−1y−1xy = 1 ⇔ xy = yxである．
(2) [x, y]−1 = (x−1y−1xy)−1 = y−1x−1yx = [y, x]である．
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(3) [x, y]z = z−1x−1y−1xyz = z−1x−1zz−1y−1zz−1xzz−1yz = (xz)−1(yz)−1xzyz =

[xz, yz]となる．
(4) [xy, z] = (xy)−1z−1xyz = y−1x−1z−1xyz = y−1x−1z−1x(zyy−1z−1)yz =

(y−1x−1z−1xzy)(y−1z−1yz) = [x, z]y[y, z]となる．
(5) [x, yz] = x−1(yz)−1xyz = x−1z−1y−1xyz = (x−1z−1xz)(z−1x−1y−1xyz) =

[x, z][x, y]zとなる．
2

次の補題は今後よく用いる．

Lemma 1.3 　
　Gを群とし，H,K ≤ Gとする．次が成り立つ．

(1) [H,K] = [K,H]，

(2) [H,K]�G，

(3) H ⊆ NG(K) ⇔ [H,K] ⊆ K，

(4) H,K �G ⇒ [H,K] ⊆ H ∩K , [H,K]�G．

Proof 　
(1) 1.2(2)より，[H,K]と [K,H]の生成系は一致するので [H,K] = [K,H]

である．
(2) h, h′ ∈ H , k, k′ ∈ Kとする．1.2(4)より，

[h, k]h
′

= [hh′, k][h′, k]−1 ∈ [H,K]

[k, h]k
′

= [kk′, h][k′, h]−1 ∈ [K,H] = [H,K]

である．故に，[H,K]� ⟨H,K⟩である．
(3)(⇒) H ⊆ NG(K)ならば，任意の h ∈ H , k ∈ K に対して (k−1)h ∈
Kh = Kであるので，[h, k] = (k−1)hk ∈ Kである．故に，[H,K] ⊆ Kで
ある
(⇐) [H,K] ⊆ Kと仮定する．このとき，任意のh ∈ H , k ∈ Kに対して
(k−1)hk = [h, k] ∈ Kであるので，(k−1)h ∈ Kである．よって，Kh ⊆ K

である．故に，H ≤ GよりKh = Kとなり，h ∈ NG(K)である．
(4) H,K � Gであると仮定する．このとき，H,K ⊆ G = NG(H) =

NG(K)であるので，[H,K] ⊆ K , [H,K] = [K,H] ⊆ H である．故
に，[H,K] ⊆ H ∩Kである．また，1.2(3)より，任意の x ∈ Gに対して
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[H,K]x = [Hx, Kx] = [H,K]であるので，[H,K]�Gである．
2

Lemma 1.4 　
　Gを群とし，A,B,C �Gとする．このとき，

[AB,C] = [A,C][B,C]

[A,BC] = [A,B][A,C]

である．

Proof 　
　まず，A,B,C � Gであるので，1.3(4)より [A,C], [B,C] � Gである．
任意の a ∈ A, b ∈ B, c ∈ Cに対して，1.2(4)より，

[ab, c] = [a, c]b[b, c] ∈ [A,C]b[B,C] = [A,C][B,C]

である．よって，[A,C], [B,C]�Gであることから，[AB,C] ⊆ [A,C][B,C]

である．一方，[A,C], [B,C] ⊆ [AB,C]であるので，[A,C][B,C] ⊆ [AB,C]

である．
もう一方も 1.2(5)を用いて同様にすればよい．

2

次は交換子群の最も基本的な性質である．

Theorem 1.5 　
　Gを群とする．次が成り立つ．

(1) D(G) ⪯ G，

(2) N �G , Z(G/N) = G/N ⇔ D(G) ⊆ N．

Proof 　
(1) x, y ∈ Gとする．任意の σ ∈ Aut(G)に対して，

[x, y]σ = (x−1y−1xy)σ = (xσ)−1(yσ)−1xσyσ = [xσ, yσ]

であるので，D(G)σ = D(Gσ) ⊆ D(G)である．
(2) N �Gとする．まず，x, y ∈ Gに対して，

(xN)(yN) = (yN)(xN) ⇔ [x, y] ∈ N
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であることに注意する．
(⇒) Z(G/N) = G/N ならば，任意の x, y ∈ Gに対して [xN, yN ] =

[x, y]N = N であるので，[x, y] ∈ N である．よって，D(G) ⊆ N で
ある．
(⇐) D(G) ⊆ N であると仮定する．このとき，任意の x, y ∈ Gに対し
て，[x, y] ∈ N である．ここで，x ∈ N とすると，xy ∈ xN = N となり，
N �Gである．また，先の注意からG/N はAbel群である．

2

Corollary 1.6 　
　Gを群とする．このとき，G/D(G)はAbel群である．

Proposition 1.7 　
　Gを群とし，K ≤ H ≤ Gであるとする．

L = {x ∈ G|[x,H] ⊆ K}

とおくとき，次が成り立つ．

(1) L ⊆ NG(H) ∩NG(K)，

(2) L ≤ G．

Proof 　
(1) [L,H] ⊆ K ⊆ Hであるので，1.3(3)より L ⊆ NG(H)である．また，
[L,K] ⊆ [L,H] ⊆ K であるので，1.3(3)より L ⊆ NG(K)である．従っ
て，L ⊆ NG(H) ∩NG(K)である．
(2) x, y ∈ Lとする． このとき，任意の h ∈ Hに対して，

[xy−1, h] = [x, h]y
−1

[y−1, h]

である．ここで，y ∈　L ⊆ NG(H)∩NG(K)であるので，y−1 ∈ NG(H)∩
NG(K) である．[x, h] ∈ K であるので，[x, h]y

−1 ∈ K である．また，
[y−1, h] = (h−1)y

−1
h ∈ H ⊆ K である．よって，[xy−1, h] ∈ K である

ので，[xy−1, H] ⊆ Kであり，xy−1 ∈ Lである．
2

Lemma 1.8 　
　Gを群とし，K ≤ H ≤ Gであるとする．[G,H] ⊆ Kならば，H,K�G

であり，H/K ⊆ Z(G/K)である．
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Proof 　
　 [G,H] ⊆ Kであると仮定する．1.7(1)より，NG(H) = NG(K) = Gで
ある．すなわち，H,K �Gである．
　任意に hK ∈ H/K をとる．このとき，任意の xK ∈ G/N に対して，
[G,H] ⊆ Kであるので，

[xK, hK] = [x, h]K = K

となり，hK ∈ Z(G/K)である．故に，H/K ⊆ Z(G/H)である．
2

Definition 1.9 　
　群Gの n元 (n ≥ 3)x1, . . . , xnに対して，帰納的に

[x1, . . . , xn] = [[x1, . . . , xn−1], xn]

と定め，これを n階交換子という．また，Gの部分集合 S1, . . . , Snに対
して，

[S1, . . . , Sn] = [[S1, . . . , Sn−1], Sn]

と定める．

Lemma 1.10 (Witt) 　
　群Gの 3元 x, y, z ∈ Gに対して，

[x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1

が成り立つ．これをWittの恒等式という．
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Proof 　
　 x, y, z ∈ Gとする．

[x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = [[x, y−1], z]y[[y, z−1], x]z[[z, x−1], y]x

= (y−1[x, y−1]−1z−1[x, y−1]zy)

(z−1[y, z−1]−1x−1[y, z−1]xz)

(x−1[z, x−1]−1y−1[z, x−1]yx)

= (y−1[y−1, x]z−1[x, y−1]zy)

(z−1[z−1, y]x−1[y, z−1]xz)

(x−1[x−1, z]y−1[z, x−1]yx)

= (y−1yx−1y−1xz−1x−1yxy−1zy)

(z−1zy−1z−1yx−1y−1zyz−1xz)

(x−1xz−1x−1zy−1z−1xzx−1yx)

= (y−1y)(x−1y−1xz−1x−1)

(yxy−1zyz−1zy−1z−1yx−1y−1)

(zyz−1xzx−1xz−1x−1zy−1z−1)(xzx−1yx)

= (x−1y−1xz−1x−1)(xzx−1yx)

= 1

2

Lemma 1.11 (3部分群補題) 　
　Gを群とし，H,K,L ≤ G , N �Gとする．このとき，

[H,K,L] ⊆ N , [K,L,H] ⊆ N ⇒ [L,H,K] ⊆ N

が成り立つ．

Proof 　
　 x ∈ H, y ∈ K, z ∈ Lとする．仮定より，[x, y−1, z] ∈ N , [y, z−1, x] ∈
Nである．Wittの恒等式より，[z, x−1, y] ∈ Nである．故に，[L,H,K] =

[[L,H], K] ⊆ N となる．
2

3部分群補題は次の形でよく使われる．
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Lemma 1.12 　
　Gを群とし，H,K ≤ Gとする．このとき，次が成り立つ．

(1) [H,K,K] = 1 ⇒ [H,D(G)] = 1，

(2) [H,K] ⊆ Z(K) , D(K) = K ⇒ [H,K] = 1．

Proof 　
(1) [H,K,K] = 1とすると，

[K,H,K] = [[K,H], K]

= [[H,K], K]

= [H,K,K]

= 1

である．3部分群補題より，

[H,D(K)] = [D(K), H]

= [K,K,H]

= 1

である．
(2) [H,K] ⊆ Z(K)かつD(K) = Kであるとする．このとき，

[H,K,K] = [[H,K], K]

⊆ [Z(K), K]

= 1

である．従って，(1)を用いると，

[H,K] = [H,D(K)] = 1

となる．
2

Definition 1.13 　
　群Gが

N �G , Z(G/N) = G/N ⇒ G = N

を満たすとき，Gは完全群であるという．
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Example 1.14 　
　非可換単純群は完全群である．

Proposition 1.15 　
　群Gに対して，次は同値である．

(1) Gは完全群．

(2) D(G) = G．

Proof (1) ⇒ (2) Gは完全群であると仮定する．このとき，1.6より，
G/D(G)はAbel群である．よって，G = D(G)である．
(2) ⇒ (1) N � Gとし，Z(G/N) = G/N であるとする．このとき，1.5

より，G = D(G) ⊆ N であるので，G = N となり，Gは完全群である．
2
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2 可解群と冪零群
Definition 2.1 　
　Gを群とする．正規列

G = G0 �G1 � · · ·�Gn−1 �Gn = 1

で各Gi−1/GiがAbel群であるものを，Gの可解列という．可解列をもつ
群を可解群という．

Remark 2.2 　
　Gi−1/GiがAbel群という条件は，1.5よりD(Gi−1) ⊆ Giと同値である．

Definition 2.3 　
　群Gに対して，部分群Di(G)を帰納的に

D0(G) = G , Di(G) = [Di−1(G), Di−1(G)] (i = 1, 2, . . . )

と定める．このとき，

G = D0(G)�D1(G)�D2(G)� · · ·

である．これをGの交換子列という．

Proposition 2.4 　
　群Gに対して，次は同値である．

(1) Gは可解群．

(2) ある n ∈ Nに対してDn(G) = 1．

Proof 　
(1) ⇒ (2) Gを可解群とすると可解列

G = G0 �G1 � · · ·�Gn−1 �Gn = 1

が存在する．このとき，Gi ⊇ Di(G) (i = 1, . . . , n)を示せば十分である．
i = 0では明らかに成り立つ．また，Gi−1 ⊇ Di−1(G)であると仮定する．
2.2より，

Gi ⊇ D(Gi−1) ⊇ D(Di−1(G)) = Di(G)
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である．
(2) ⇒ (1) Dn(G) = 1のとき，交換子列

G = D0(G)�D1(G)� · · ·�Dn−1(G)�Dn(G) = 1

は可解列である．
2

Lemma 2.5 　
　Gを群とし，H ≤ G,N �Gとする．このとき，次が成り立つ．

(1) Di(G) ⊇ Di(H) (i = 0, 1, . . . )，

(2) Di(G/N) = Di(G)N/N (i = 0, 1, . . . )．

Proof 　
(1) i = 0のときは当たり前．Di−1(G) ⊇ Di−1(H)であるとする．この
とき，

Di(G) = D(Di−1(G)) ⊇ D(Di−1(H)) = Di(H)

である．
(2) i = 0のときは当たり前．Di−1(G/N) = Di−1(G)N/N であると仮定
する．xN, yN ∈ Di−1(G/N)に対して，

[xN, yN ] = [x, y]N ∈ Di(G)N/N

であるので，Di(G/N) ⊆ Di(G)N/Nである．また、任意の [x, y] ∈ Di(G), h ∈
N に対して、

[x, y]hN = [x, y]N = [xN, yN ] ∈ Di(G/N)

であるので、Di(G/N) ⊇ Di(G)N/N である．
2

Corollary 2.6 　
　可解群の部分群および剰余群は可解群である．

Definition 2.7 　
　Gを群とする．正規列

G = G0 �G1 � · · ·�Gn−1 �Gn = 1

で各 iに対して [G,Gi−1] ⊆ Giであるものを，Gの中心列という．中心列
をもつ群を冪零群という．
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Definition 2.8 　
　群Gに対して，部分群Ki(G)を帰納的に

K0(G) = G , Ki(G) = [G,Ki−1(G)] (i = 1, 2, . . . )

と定めると，
G = K0(G) ⊇ K1(G) ⊇ K2(G) ⊇ · · ·

である．これを，Gの降中心列という．
　また，部分群Zi(G)を帰納的に，

Z0(G) = 1 , Zi(G) = {x ∈ G|[x,G] ⊆ Zi−1(G) (i = 1, 2, . . . )

と定めると，
1 = Z0(G) ⊆ Z1(G) ⊆ Z2(G) ⊆ · · ·

である．これを，Gの昇中心列という．

Remark 2.9 　

　 1.3(4)より，Ki(G)�Gである．また，Ki(G) = [

i−1︷ ︸︸ ︷
G, . . . , G]である．

　 1.8より，Zi(G)�Gであり，Z(G/Zi−1(G)) = Zi(G)/Zi−1(G)である．

Proposition 2.10 　
　群Gに対して，次は同値である．

(1) Gは冪零群，

(2) あるm ∈ Nに対してKm(G) = 1，

(3) ある n ∈ Nに対して Zn(G) = Gである．

Proof 　
(1) ⇒ (2)かつ (3) Gを冪零群とする．このとき，中心列

G = G0 �G1 � · · ·�Gn−1 �Gn = 1

が存在する．このとき，

Ki(G) ⊆ Gi , Gn−i ⊆ Zi(G) (i = 0, . . . , n)
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であることを示す．i = 0のときは明らかである．Ki−1 ⊆ Gi−1 , Gn−(i−1) ⊆
Zi−1(G)であると仮定する．このとき，

Ki(G) = [Ki−1(G), G] ⊆ [Gi−1, G] ⊆ Gi

である．また，

[Gn−i, G] ⊆ Gn−i+1 = Gn−(i−1) ⊆ Zn−(i−1)(G)

であるので，Gn−i ⊆ Zn−1(G)も成り立つ．
(2)または (3) ⇒ (1) (2)が成り立つときはGi = Ki(G)と，(3)が成り立
つときはGi = Zn−i(G)とおけば，これらがGの中心列になる．

2

Remark 2.11 　
　この証明から，

Kn(G) = 1 ⇔ Zn(G) = G

であることがわかる．

Definition 2.12 　
　Gを冪零群とする．このとき，Zn(G) = Gとなるn，すなわち，Kn(G) =

1となる nのうち最小のものをGの冪零クラスという．

　

Lemma 2.13 　
　Gを群とし，H ≤ G,N �Gとする．このとき，次が成り立つ．

(1) Ki(G) ⊇ Ki(H) (i = 0, 1, . . . )，

(2) Ki(G/N) = Ki(G)N/N (i = 0, 1, . . . )．

Proof 　
(1) i = 0のときは当たり前．Ki−1(G) ⊇ Ki−1(H)であるとする．この
とき，

Ki(G) = [G,Ki−1(G)] ⊇ [H,Ki−1(H)] = Ki(H)

である．
(2) i = 0のときは当たり前．Ki−1(G/N) = Ki−1(G)N/N であると仮定
する．xN ∈ G/N, yN ∈ Ki−1(G/N)に対して，

[xN, yN ] = [x, y]N ∈ Ki(G)N/N
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であるので，Ki(G/N) ⊆ Ki(G)N/Nである．また、任意の [x, y] ∈ Ki(G), h ∈
N に対して、

[x, y]hN = [x, y]N = [xN, yN ] ∈ Ki(G/N)

であるので、Ki(G/N) ⊇ Ki(G)N/N である．
2

Corollary 2.14 　
　冪零クラス nの冪零群の部分群および剰余群は冪零クラスが高々nの
冪零群である．

たぶんもうちょっと書く！
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3 半単純群と成分
Definition 3.1 　
　Gを群とする．Gが，

G = D(G) かつ G/Z(G)は単純群の直積

であるとき，Gは半単純群であるという．また，

G = D(G) かつ G/Z(G)は単純群

であるとき，Gは準単純群であるという．

Lemma 3.2 (Grün) 　
　Gが完全群ならば，Z(G/Z(G)) = 1である．

Proof 　
　昇中心列の定義より，

[Z2(G), G] ⊆ Z1(G) = Z(G)

である．また，Gは完全群であるので，

G = D(G)

である．よって，1.12(2)より，

[Z2(G), G] = 1

である．従って，Z2(G) ⊆ Z1(G)である．故に，

Z(G/Z(G)) = Z(G/Z1(G))

= Z2(G)/Z1(G)

= 1

である．

Remark 3.3 　
　 3.2より，準単純群，半単純群の定義に現れる単純群は非可換単純群
である．以降，自明群 1も準単純群，半単純群であるとする．

17



Lemma 3.4 　
　Gを半単純群としN �Gであるとする．このとき，N が可解ならば，
N ⊆ Z(G)である．

Proof 　
　N �Gは可解であるとする．このとき，

NZ(G)/Z(G) ≃ N/(Z(G) ∩N)

も可解である．また，N �Gであるので，

NZ(G)/Z(G)�G/Z(G)

である．故に，非可換単純群の直積の正規部分群はいくつかの非可換単
純群の直積であるが，NZ(G)/Z(G)は可解であるので，

NZ(G)/Z(G) = 1

である．すなわち，N ⊆ Z(G)である．
2

まだたくさん書く！

4 Fitting部分群・一般化Fitting部分群

未完成だよ！
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